MATHEMATIQUES

Exercices de révision pour préparer 'examen de Noél

Géme 6h

Avertissement : Ces exercices te permettront de t’entrainer pour I'examen, sans toutefois te

dispenser de refaire les exercices du cours, les questions de vérification de la compréhension

(catherine.scolas.be) et ceux des interrogations.

Il est impossible de couvrir en quelques pages I'ensemble des exercices vus durant le premier

trimestre.

Ces quelques pages ne sont donc pas du tout un substitut du cours !

FONCTIONS RECIPROQUES ET CYCLOMETRIQUES

1. Détermine le domaine de définition et I'ensemble-image des fonctions suivantes.

M) f(x)=3-5

(2) f(x):x2 —2x+1

3x—2
1—x

(4) f(x)=(x—2)+3
(5) f(x)=2vx+3

(3) f(x)=

Précise si elles sont injectives et donne, le cas échéant, leur fonction réciproque. Dans
le cas contraire, restreins le domaine de ces fonctions de maniére a obtenir une

fonction injective et détermine alors également la fonction réciproque.

Solutions :
Fonction dom f Im f dom_f /(%)
T RV
f(x)z%—S R R fest injective (il s'agit | £ (x)—2x—|—10
d’une droite)
f(x) =2 —2x+1 R R* f n"est pas injective (il 7! (x) —Jx +1

s’agit d’une parabole)
Ainsi,

dom f, =1;400|




3x—2 — t injective (il s'agit | . —1
f(x)— 1x R\{l} R\{ 3} f est injective (il s’agi 7 l(x): +1
- d’une fonction x+3
homographique)
f(x)=(x—2)+3 R [3;+0c| | fn'estpasinjective (il | f!(x)=x—-3+2
s’agit d’'une parabole)
Ainsi,
dom f, = [2;—|—oo[
f(x) =2Jx+3 [—3;—1—00[ R* f est injective (son

graphique est obtenu
par manipulations de
la fonction racine

carrée)

2. Explique pourquoi la fonction f(x) = (x—i—l)2 .(x—2)

(représentée ci-contre) n’est pas bijective.

Sol : La fonction f n’est pas bijective car elle n’est pas
injective. En effet, deux réels différents n’ont pas toujours

des images différentes (c’est le cas pour -2 et 1)

dérivée des fonctions suivantes :

(1) f(x)=arcsin(l—2x)

(2) f(x)=arccos(2x+3)

3) f(x)= arctan[f

+Xx

(4) f(x):arcsin al

.

2x+3

(5) f(x)= arcsin(x2 —2x)

(6) f(x)=

1

arcsin x

H1)° (2 —2)

Donne les conditions d’existence, le domaine de définition, la(les) racine(s) et la




Solutions :

Fonction CE Domaine Racine(s) | Dérivée
f(x)=arcsin(1-2x) | —1<1=2x<1 | 0;1] x:l (x __ =2
2 ( ) J—4x* +4x
f(x)=arccos(2x+3) | —1=2x+3<1 [—2;—1] x=-1 f’(x): —2
J—dx* —12x—38
x—1 x+1=0 R\{-1} x=1 / 1
= t —
f(x)=arc an[H_X] f'(x) 21l
) — x—1 2 x=1 , 5.02x 43|
X )= arcsin —1< <1 —o00;—4 Ul——H— l fl(x)=
/() 2x+3 prra st | ool ) J3x? +14x+8.(2x+3)
et 2x+3=0
f(x)zarcsin(x2—2x) —1<x*—2x<1 [1_\/5;14_\/5} x=0 £(x)= 2x—2
et x=2 J—xt +ax’ —ax? 11
f(x): 1. —1<x<1 et [—1;1]\{0} %] f'(x): 2_1 —
arcsin x arcsin x = 0 \/l—x .arcsin” x
4. Trace le graphe des fonctions suivantes au départ des fonctions usuelles et détermine
leurs domaine, racine(s), ensemble-image et éventuelles asymptotes :
(1) f(x)=2.arcsin(2x)
(2) f(x)=2—arcsin(l1—2x)
(3) f(x)=arctan(x+1)
Solutions :
Fonction Domaine Racine(s) Ensemble- Asymptotes
image éventuelles
f(x)=2.arcsin(2x) [_ll‘ x=0 [—m; 7] Aucune
272
f(x)=2—arcsin(1-2x) | [0;]] Pas de racine _£+2;£+21 Aucune
2 2
= - _1
f(x)=arctan(x+1) R x _n.7 AH _=y—_T
22 2
T
AH+oo - y = E




5. Vérifie les identités suivantes :

(1) arcsin[ 2a
14

-|= 2.arctan a
a

(2) 2.arccosa = arccos(2a2 — 1)

. 5 1 «
(3) arcsin— +arctan— = —
5 3 4

6. Résous, en n'oubliant pas les conditions d’existence :
.3 . -
(1) arccos (x — 1) + arcsin 3 = arctan 2 Calculatrice autorisée

CE: —1<x—-1<10<x<L2

S:{5+2J§

. 25-24/5 ..
La solution ———— est a rejeter.
5 25

(2) arccosx = arctan%

CE: —1<x<l1

[

(3) x—arctanl = arccosT2
CE : aucune
=]
2
(4) arctanx + arctan ﬁ = g

CE : aucune

s={-2+3}

(5) arctan(x —1)+ arctan [ IJ = arctan x

x4+

CE: x=—1

s=1{2)



7. On considére I'équation arccos x = arcsin (2x).
(1) Résous-la. Si une solution était a rejeter, expliques-en la raison.
CEl: —1<x<I

CE2: —lgxgl
2 2

NG

S = {T} La solution —g est a rejeter car arccos(négatif’) = positif et

arcsin(négatif ) = négatif .
(2) Vérifie tes solutions en tragant les graphiques de arccosx et de arcsin(Zx)

dans un méme repére et en repérant leur intersection.

.................... T S O A

8. On considére la fonction f(x)= arcsin(x2 —1).

(1) Détermine le domaine de f.
(2) Détermine f” et établis le tableau de variation de f.
(3) Indique les coordonnées de I'extremum de f . Précise s’il s’agit d’un maximum

ou d’un minimum.

Sol: (1) domf:[—\/i;\/ﬂ

2x

SRR e e



X -2 0 2
2x — — — 0 + + +
J=x*+2x7 A 0 + + + 0 2
/! A A —~ + A A
Min
S A A N [0_ 7r] /! A A
3

(3) Le point de coordonnées [0;—%] est un minimum.

9. Vraiou faux?
(1) arcsin0 =arctan(

(2) Le nombre dérivé de la fonction f(x) =arcsinx en —1 n’existe pas.

(3) arccos[—z] = —ﬁ
4 2

(4) arcsin0,5 :%

Sol : V/N/F/NV

10. Détermine I'équation réduite de la tangente au graphe de la fonction f (x)= arctan(2x)

au point d’abscisse 0.

Sol: T=y=2x

11. Calcule les limites suivantes :

arctan x

(1) lim

x=0 gresin x

Sol:1

. 2arct —
(2) lim 22X =X Sol: 1
x—=0 2 x —arcsin x

(3) limarctan Sol : lim arctan — T et limarctan ! _T
%=1 x—1 Xl x—1 2 -1 x—1 2
tan(2x)—2
@ i 81 an(2x)—2x Sof - 16

x=0 3x — arcsin (3x) E



12. Détermine [I'équation réduite de la tangente au graphe de Ila fonction

f (x)=arctan au point d’abscisse 0.

—X

Sol : y:%x+0,79

13. Associe chaque expression analytique a son graphique. Justifie ton choix.

(1) f(x)=arccos|x]| (5) j(x)=arcsin|x|
1 _ X

(2) g(x)—arcsm; (6) k(x)—arcsm4
1 X 1

(3) h(x)—g.arccosz (7) l(x)—arccos?

() — 1
(4) i(x)=arctan -

1
iy

gl =2 |




® ® @
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Graphique Fonction Pour justifier son choix,
1 g on peut :
2 I - Utiliser les
3 k manipulations
4 h graphiques
5 i - Calculer des
6 f limites en l'infini
7

- Calculer certaines
images




1. Evalue sans calculatrice :

(1) log,8

1
(2) logzz

ol

1
4) log,—
(4) g381
1
(5) logléa

(6) Ine

(7) Iné’

2. Résous chaque (in)équation :

(1) 2° =512
2) 75 >49
(3) 8 >0,0625

(4) Lg 10000
10"

1 >
5) —.9% =27"
(5) 3

(6) 3*+9* =90
7 (2.5 -1) =5X.[2—25§]

(8) log,x=3

FONCTIONS EXPONENTIELLES ET LOGARITHMIQUES

Solutions :

S ={+3}

s={2}
S ={0;—1}

CE: x>0

S ={64}



(9) log 125=3 CE: xe R \{1}
s ={s}
(10) log(x+1)—log3=1log(2x—3)+log7 CEl: x>—1

CE2: )c>E
2

-t
41
(11) log,(2x—5)+log,(3x+7)=4.log,2 CE1l: x>§

CE2: x>—Z
3
S ={3}
(12) ln(x2—7):2.1n(x+3) CELl: x<—/7 ou x>+/7

CE2:x>-3

(13) log(vx+1)+1log(vx—1)~log5=0 CEl: x>—1
CE2: x>1

s ={/6}

(14) log<x2—|—3x—1>:2 CE1:x<_3_2\/E oux>_3_;\/§

S =1{8,56;,—11,56}
(15) log, (x+1)+2.log, x<1 CEl: x>—1

CE2: x>0

S =10;1]
(16) log3x:%—|—log9(4x+15) CEl: x>0

CE2: x>—1—5
4

s ={15}

(17) &€ =5 S = {m_s}
3

(18) 4e ™ =3 —e" =0 S ={0}



3. Résous I'inéquation 1+In(x+3) >1n(x2 +2x—3) (ULB, 2001)

Sol:CE1: x>-3,CE2: x<-3 oux>1, S=|le+]]

4. Dérive chaque fonction en ne laissant pas d’exposant fractionnaire et/ou négatif :

Solutions :
e , e (2x—1)
1 = —_\7
(2) f(x) = (4x3 —5).672)( f/(x) =2 ™ (4x3 —6x° —5)
3e"+4 , —5e"
(3) f(x)=2x f(x)=—"
< > 26 +1 ( ) (2ex+1>2
2x+3 -5
4 =1 "(x)=
@ S (x) n(3x+2j 7x) (2x+3)(3x+2)
In x l—l—lnx
5 — / X :x—
) /(x) = 1=
(6) f(x)=In{\1-+) f)="5
1—x
5. Calcule les limites suivantes :
Solutions :
(1) lim- <! .
=0t —]
(2) lim ™* 0
3x 2
(3) lim L’j‘xz 400
xotoo 4ot +2x
(4) limi—3% lim 3¢ = 1o et lim 2% — oo
= x—1 = x—1 =1ty —1
(5) lim (x/—_xe> 0
(6) lim 2%~ 0

oo @t 4]



2
(7) lim [ln— sz—l 0
In(x* —2x+2
n(x x ) .

x—1

8) Ii
(8) lm[ (x—1)2

ln[l — 12]
9) lim ——>*/ 0
1
1+]
X

X—+00

In

6. Calcule sans calculatrice : log, (sin%.cos%)+%.log3 2.

3
?.g}—logﬂz

. T 7)) 3
Sol : log, (smg.cosz}—?lo& 2= log{

= log, g +log3\/§
6
= log, % —{—log3\/§
T
= log; 4
43
= log, 4
:10g3\/§
_1
2

7. Détermine le domaine de définition de la fonction f(x) S S
3—log, (x+1)
Sol: CE1:3—log,(x+1)=0
CE2: x+1>0

dom f =|—1;400[\{7}



8. Détermine le domaine de définition de la fonction f(x) = \/lnx+ln3—ln(2—3x) .

Sol: CE1:x>0
CE2:2-3x>0
CE3: Inx+In3—In(2—3x)>0

dom f = lO;%‘

X

9. Voici le graphe de la fonction f(x)= 3xe 2.

On considere le triangle OAB défini ainsi :

e QO estl'origine du repére

e A est un point du graphe de f d’abscisse
positive
e Bestun point de I'axe des abscisses tel que

la droite AB est verticale.

(1) Représente un tel triangle sur le graphique.

(2) Parmi tous les triangles possibles, détermine celui(ceux) qui a (ont) l'aire
maximale.
Donne alors les coordonnées du point A et I'aire du triangle.
Sol : La fonction f dont on cherche le maximum exprime I'aire du triangle OAB

en fonction de x ou x est I'abscisse des points A et B.

X

Ona f(x) = %xz.e2

fest maximalesi x=4

D’ou A(4;12e‘2> et aire du triangle =f(4) =3,25



10. La courbe ci-dessous représente une fonction f définie sur l'intervalle ]0;+oo[ par

alnx+b . ,
(x)=——— ol a et b sont des réels.

fix

X

e Lepoint A(1;1) appartienta G, .
e Llatangente ala courbe G, au point B d’abscisse \/2 est paralléle a

I’axe des abscisses.
(1) Détermine les valeurs de a et b.
Sol : On sait que f(1)=1 et f’(\/g>:0.
Ainsia=2etb=1
(2) Etudie le sens de variation de la fonction f. (tableau de signe de f' et

coordonnées du(des) extremumes).

Sol: f!(x)=122I0x
X

X 0 Je
1—-2Inx A A + 0 _
x2 + 0 + + +
f! A A + 0 —
f A A /! MAX N

e

(3) Montre que la tangente a la courbe Gf au point A passe par l'origine du repére.

Sol: T = y=x Cette droite passe bien par I'origine du repére.



11. Dans des conditions ordinaires de pression et de température, la pression
atmosphérique P(h) mesurée a l'altitude h est donnée par : P(h):PO.e*“”h ou £
est la pression au niveau de la mer et o, un coefficient qui vaut 0.125 si h est exprimé
enkmet P(h) en pascals (Pa).

On suppose que la pression atmosphérique vaut 100'000 Pa a I'altitude 0.
(1) Que vaut-elle a 2000 m d'altitude ?

Sol: P(h)=100000.¢ "
Ainsi P(2)=77880,08 Pa
(2) A quelle altitude vaudra-t-elle 60'000 Pa ?
Sol: 6000 = P(h) <> h=4087 m

12. La loi de Beer-Lambert stipule que la quantité de lumiére | qui pénetre a une
profondeur de x metres dans l'océan est donnée par: [ =/,c" avec 0<c <1 etou
I, estla quantité de lumiere a la surface.

(1) Exprime x en fonction de logarithmes.

In/—In/;
Inc

Sol: x=

(2) Si ¢=0,25, calcule la profondeur a laquelle 7 =0,01./, (cela détermine la

zone ou la photosynthéese peut avoir lieu).

Sol: x=3,32 m

2
13. Réalise I'étude compléete de la fonction f(x)zl— (domaine, parité, intersections
nx
avec les axes, équation de toutes les asymptotes, dérivée premiere et tableau de
variation, dérivée seconde et tableau de concavité, graphique)

Eléments de solution :

dom f =R \{1} f est quelconque NOx :aucune
NOy : f(0) n’existe pas lirg f(x)=0 AV =x=1
lim ‘f(x) n’a pas de sens li1+n ‘f(x) =400 pas d’AO

fpossede un minimum en (\/2;26)

fne posséde pas de Pl



